
「静的電磁場中における荷電粒子の運動」
プログラムへのルンゲ・クッタ法の適用

Application of the Runge-Kutta method to the "Motion of
charged particle in static electro-magnetic field" program

Author : 志多　友史　(Yuji Shida)
Date : 2019/06/20
Keywords : ルンゲ・クッタ法(Runge-Kutta method), 常微分方程式(ordinary differential equation),

  運動方程式(motion equation), 荷電粒子(charged particle),
  E×B ドリフト(E-cross-B drift), 四重極電磁石(quadrupole electromagnet),
  トロイダルコイル(toroidal coil), ヴァン・アレン帯(Van Allen radiation belt),
  数値計算(numerical calculation), C 言語(C programming language)

Abstract:====================================================================
　本稿では、以前に作成した「静的電磁場中における荷電粒子の運動」プログラムへ前回
取扱ったルンゲ・クッタ法を組み込みシミュレーション結果の高精度化を行う。
　このプログラムはオイラー法を基に荷電粒子の運動をシミュレートするものであるが、
計算結果の発散が顕著であるため、今回ルンゲ・クッタ法を組み込み計算結果の安定性を
より向上させる事が目的である。

 In this report, I incorporated the Runge-Kutta method into the "Motion of charged particle in static
electro-magnetic field" program and aimed at the precision improvement of the simulation results.
 This program simulates the motion of charged particle based on the Euler method, however,
the divergence of the calculation result is large. Therefore, I incorporated the Runge-Kutta method 
this time and improve the stability of the calculation result.

===========================================================================
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１．序論  (Introduction)  

基本的な事は、自著「静的電磁場中における荷電粒子の運動」を参照されたい。本稿では、前回のテーマ
「ルンゲ・クッタ法による運動シミュレーションの高精度化」で取り扱ったルンゲ・クッタ法をオイラー法
を基に作られたシミュレーションプログラムに適用し、プログラムの改良を行う事が目的である。

２．理論  (Theory)  

理論については、以下の 2 つのレポートを参照されたい。
・「静的電磁場中における荷電粒子の運動」(2017/03/04)
　　"Motion of charged particle in static electro-magnetic field"
・「ルンゲ・クッタ法による運動シミュレーションの高精度化」(2019/05/19)
　　"Improving accuracy of motion simulation with Runge-Kutta method"

３．方法  (Method)  

既存プログラムの演算箇所を把握し、どの部分を具体的に改造するのか（したのか）を示す。

３．１．既存プログラムの改造箇所

既存プログラムは関数 motion_calc の中でオイラー法による演算を行っているので、この部分にルン
ゲ・クッタ法の演算を作り込む必要がある。本来であれば前回作成した関数 Runge_Kutta_RK4 を入れたい
所だが、各種値の渡し方を考えると無駄な値渡し・入れ替えが発生するので、新たに関数を作り直す。

特に運動方程式を立てる上で最も重要になる電磁場の情報は、関数 EB_field から取得しており、関数
Runge_Kutta_RK4 を組み込もうとすると、幾重にも位置情報と電磁場の情報を形式を整えて受け渡す必要
が発生する。

３．２．改造内容

改造は非常にシンプルで、文章で説明するよりもコードを読んだ方が速いと思われる。コードは次に
示す通りで、大きく 4 つのステップに分けられており、最終ステップの演算が終了した後に次タイムス
テップの位置・速度が計算されグローバル配列に格納される。

加速度については次タイムステップと前タイムステップの速度ベクトルの差分を 1 タイムステップの時
間で除したものを前タイムステップの加速度として値をグローバル配列に格納する。従って最終タイムス
テップの加速度は計算しないものとした。

改造された motion_calc 関数(1)

void motion_calc(int FMN,int VTS,double TS,int PTN,int ETS)
{

int i,j;
double bex,bey,bez,bbx,bby,bbz;
double bdt2,bdt6,buf0,buf1;
double bhv[6],bgv[4][6];

if(TS==0.0e0){error_flag++; return;}
if(PTN>MAX_PN){error_flag++; return;}
if(ETS>MAX_TS){error_flag++; return;}
if(pop[PTN][0]==0.0e0){error_flag++; return;}

bdt2=TS/2.0e0;
bdt6=TS/6.0e0;
buf0=pop[PTN][1]/pop[PTN][0];
buf1=1.0e0/TS;
for(i=0;i<6;i++) bhv[i]=0.0e0;
for(i=0;i<4;i++){for(j=0;j<6;j++) bgv[i][j]=0.0e0;}
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改造された motion_calc 関数(2)

for(i=1;i<=ETS;i++){
ts[PTN][i]=TS;
//1st step
bhv[0]=rx[PTN][i-1];
bhv[1]=ry[PTN][i-1];
bhv[2]=rz[PTN][i-1];
bhv[3]=vx[PTN][i-1];
bhv[4]=vy[PTN][i-1];
bhv[5]=vz[PTN][i-1];
EB_field(FMN,bhv[0],bhv[1],bhv[2],&bex,&bey,&bez,&bbx,&bby,&bbz);
bgv[0][0]=bhv[3];
bgv[0][1]=bhv[4];
bgv[0][2]=bhv[5];
bgv[0][3]=buf0*(bex+bhv[4]*bbz-bhv[5]*bby);
bgv[0][4]=buf0*(bey+bhv[5]*bbx-bhv[3]*bbz);
bgv[0][5]=buf0*(bez+bhv[3]*bby-bhv[4]*bbx);

//2nd step
bhv[0]=rx[PTN][i-1]+bdt2*bgv[0][0];
bhv[1]=ry[PTN][i-1]+bdt2*bgv[0][1];
bhv[2]=rz[PTN][i-1]+bdt2*bgv[0][2];
bhv[3]=vx[PTN][i-1]+bdt2*bgv[0][3];
bhv[4]=vy[PTN][i-1]+bdt2*bgv[0][4];
bhv[5]=vz[PTN][i-1]+bdt2*bgv[0][5];
EB_field(FMN,bhv[0],bhv[1],bhv[2],&bex,&bey,&bez,&bbx,&bby,&bbz);
bgv[1][0]=bhv[3];
bgv[1][1]=bhv[4];
bgv[1][2]=bhv[5];
bgv[1][3]=buf0*(bex+bhv[4]*bbz-bhv[5]*bby);
bgv[1][4]=buf0*(bey+bhv[5]*bbx-bhv[3]*bbz);
bgv[1][5]=buf0*(bez+bhv[3]*bby-bhv[4]*bbx);

//3rd step
bhv[0]=rx[PTN][i-1]+bdt2*bgv[1][0];
bhv[1]=ry[PTN][i-1]+bdt2*bgv[1][1];
bhv[2]=rz[PTN][i-1]+bdt2*bgv[1][2];
bhv[3]=vx[PTN][i-1]+bdt2*bgv[1][3];
bhv[4]=vy[PTN][i-1]+bdt2*bgv[1][4];
bhv[5]=vz[PTN][i-1]+bdt2*bgv[1][5];
EB_field(FMN,bhv[0],bhv[1],bhv[2],&bex,&bey,&bez,&bbx,&bby,&bbz);
bgv[2][0]=bhv[3];
bgv[2][1]=bhv[4];
bgv[2][2]=bhv[5];
bgv[2][3]=buf0*(bex+bhv[4]*bbz-bhv[5]*bby);
bgv[2][4]=buf0*(bey+bhv[5]*bbx-bhv[3]*bbz);
bgv[2][5]=buf0*(bez+bhv[3]*bby-bhv[4]*bbx);
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改造された motion_calc 関数(3)

//4th step
bhv[0]=rx[PTN][i-1]+TS*bgv[2][0];
bhv[1]=ry[PTN][i-1]+TS*bgv[2][1];
bhv[2]=rz[PTN][i-1]+TS*bgv[2][2];
bhv[3]=vx[PTN][i-1]+TS*bgv[2][3];
bhv[4]=vy[PTN][i-1]+TS*bgv[2][4];
bhv[5]=vz[PTN][i-1]+TS*bgv[2][5];
EB_field(FMN,bhv[0],bhv[1],bhv[2],&bex,&bey,&bez,&bbx,&bby,&bbz);
bgv[3][0]=bhv[3];
bgv[3][1]=bhv[4];
bgv[3][2]=bhv[5];
bgv[3][3]=buf0*(bex+bhv[4]*bbz-bhv[5]*bby);
bgv[3][4]=buf0*(bey+bhv[5]*bbx-bhv[3]*bbz);
bgv[3][5]=buf0*(bez+bhv[3]*bby-bhv[4]*bbx);

rx[PTN][i]=rx[PTN][i-1]+bdt6*(bgv[0][0]+2.0e0*bgv[1][0]+2.0e0*bgv[2][0]+bgv[3][0]);
ry[PTN][i]=ry[PTN][i-1]+bdt6*(bgv[0][1]+2.0e0*bgv[1][1]+2.0e0*bgv[2][1]+bgv[3][1]);
rz[PTN][i]=rz[PTN][i-1]+bdt6*(bgv[0][2]+2.0e0*bgv[1][2]+2.0e0*bgv[2][2]+bgv[3][2]);
vx[PTN][i]=vx[PTN][i-1]+bdt6*(bgv[0][3]+2.0e0*bgv[1][3]+2.0e0*bgv[2][3]+bgv[3][3]);
vy[PTN][i]=vy[PTN][i-1]+bdt6*(bgv[0][4]+2.0e0*bgv[1][4]+2.0e0*bgv[2][4]+bgv[3][4]);
vz[PTN][i]=vz[PTN][i-1]+bdt6*(bgv[0][5]+2.0e0*bgv[1][5]+2.0e0*bgv[2][5]+bgv[3][5]);
ax[PTN][i-1]=buf1*(vx[PTN][i]-vx[PTN][i-1]);
ay[PTN][i-1]=buf1*(vy[PTN][i]-vy[PTN][i-1]);
az[PTN][i-1]=buf1*(vz[PTN][i]-vz[PTN][i-1]);

}

return;
}
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４．結果  (Results)  

本章では各種現象に関してルンゲ・クッタ法を適用したシミュレーション結果について記す。

４．１．四重極電磁石

四重極電磁石に関してはオイラー法の場合と比較して大きな差異は見られない。

図４．１　四重極電磁石モデルのシミュレーション

ログファイルの一部（四重極電磁石モデル）

=== calculation model is No.4 (main) ===
=== variable time step OFF :  1.0000e-006 (s) (main) ===

=== initialization of particles start (particle_init) ===
= tube type test particle =
= particle_num            :           32 (-)   =
= radius partition number :            4 (-)   =
= angle partition number  :            8 (-)   =
= particle mass           :  9.1094e-031 (kg)  =
= particle charge         :  1.6022e-019 (C)   =
= start position (rx)     : -1.0000e-001 (m)   =
= start position (ry)     :  0.0000e+000 (m)   =
= start position (rz)     :  0.0000e+000 (m)   =
= start velocity (vx)     :  1.0000e+004 (m/s) =
= tube radius             :  3.0000e-002 (m)   =
=== initialization of particles completion (particle_init) ===

=== quadrupole electromagnet (quadrupole_electromagnet_SM) ===
= tube radius    :  5.0000e-002 (m) =
= coil current 1 :  1.0000e-005 (A) =
= coil current 2 : -1.0000e-005 (A) =
= coil current 3 :  1.0000e-005 (A) =
= coil current 4 : -1.0000e-005 (A) =
=== quadrupole electromagnet (quadrupole_electromagnet_SM) ===

=== solenoidal coil 01 (solenoidal_coil_01) ===
= power supply wiring partition number (radius) :           10 (-) =
= power supply wiring partition number (return) :           10 (-) =
= angle partition number                        :           30 (-) =
= winding number                                :            6 (-) =
= coil radius                                   :  2.0000e-002 (m) =
= coil pitch                                    :  3.0000e-003 (m) =
=== solenoidal coil 01 (solenoidal_coil_01) ===
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４．２．トロイダルコイル

トロイダルコイルの場合では荷電粒子がコイルの内側を螺旋軌道を描きながら運動するようになった。

図４．２　トロイダルコイルモデルのシミュレーション

ログファイルの一部（トロイダルコイルモデル）

=== calculation model is No.5 (main) ===
=== variable time step OFF :  1.0000e-008 (s) (main) ===

=== initialization of particles start (particle_init) ===
= tube type test particle =
= particle_num            :           32 (-)   =
= radius partition number :            4 (-)   =
= angle partition number  :            8 (-)   =
= particle mass           :  1.6726e-027 (kg)  =
= particle charge         :  1.6022e-019 (C)   =
= start position (rx)     : -1.0000e-001 (m)   =
= start position (ry)     :  0.0000e+000 (m)   =
= start position (rz)     :  0.0000e+000 (m)   =
= start velocity (vx)     :  1.0000e+004 (m/s) =
= tube radius             :  3.0000e-002 (m)   =
=== initialization of particles completion (particle_init) ===

=== toroidal coil (toroidal_coil_SM) ===
= coil current :  2.0000e+002 (A) =
=== toroidal coil (toroidal_coil_SM) ===

=== toroidal coil (toroidal_coil) ===
= angle partition number  :           20 (-) =
= winding number          :           20 (-) =
= circle axis radius      :  1.0000e-001 (m) =
= circle thickness radius :  6.0000e-002 (m) =
=== toroidal coil (toroidal_coil) ===
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４．３．模擬地磁気（ヴァン・アレン帯）

模擬地磁気（ヴァン・アレン帯）のシミュレーションでは荷電粒子の軌道の発散がほとんど無くなり、
トーラス状の領域に留まるような軌道を描くようになった。

図４．３　模擬地磁気モデルのシミュレーション（ヴァン・アレン帯）

ログファイルの一部（模擬地磁気モデル・陽電子の軌道計算）

=== calculation model is No.6 (main) ===
=== variable time step OFF :  5.0000e-001 (s) (main) ===

=== initialization of particles start (particle_init) ===
= tube type test particle =
= particle_num            :           32 (-)   =
= radius partition number :            4 (-)   =
= angle partition number  :            8 (-)   =
= particle mass           :  9.1094e-031 (kg)  =
= particle charge         :  1.6022e-019 (C)   =
= start position (rx)     : -2.0000e+007 (m)   =
= start position (ry)     :  0.0000e+000 (m)   =
= start position (rz)     :  0.0000e+000 (m)   =
= start velocity (vx)     :  4.5000e+005 (m/s) =
= tube radius             :  8.0000e+006 (m)   =
=== initialization of particles completion (particle_init) ===

=== annular current 01 (annular_current_01_SM) ===
= layer partition number           :           10 (-) =
= angle partition number           :           20 (-) =
= circumferential partition number :           30 (-) =
= single current                   : -1.5000e+007 (A) =
= circle axis radius               :  3.0000e+006 (m) =
= circle thickness radius          :  3.0000e+006 (m) =
=== annular current 01 (annular_current_01_SM) ===

= case 6 point charge (EB_field) : -2.5216e-007 (C) =
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５．考察  (  Discussion)  

ルンゲ・クッタ法をオイラー法を用いたシミュレーションプログラムに適用した事により、シミュレー
ションの安定性を大きく向上させる事ができた。これにより、本プログラムで取り扱える荷電粒子シミュ
レーションの幅が広がった。

６．結  言  (Summary)  

本稿では過去に作成したプログラムを改造する作業を行ったが、やはり予めプログラムの構造化を行って
いた事が功を奏し、1 つの関数にのみ集中して作業を行う事ができた。今後も改造や改良が行いやすいよう
なプログラムの開発に取り組んでいきたい。
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